
齊藤圭司         （慶應大学物理学科）

量子系の情報伝搬：

自由伝搬の一般的性質と測定によるその抑制

-長距離相互作用の効果を中心に- 

                 

共同研究者


湊崇晃（慶應大学（現日立））

桑原知剛（理研）、杉本高大（慶應大学）

Tan Van Vu (慶應大学)



目次

1. 情報伝搬に関するレビュー

2. 測定誘起相転移

3. まとめと今後の展望

• Lieb-Robinson の物理と長距離相互作用系、ボソン系

• 測定誘起相転移の条件



情報（エンタングルメントを意識）の伝搬

(2) 狭義 : エンタングルメントのダイナミクス

t = 0

<latexit sha1_base64="9h2LdsOio3noOYY+haava+Opk9Q="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="DfeuawswCOQe8ckD+5HQy0S90wM="></latexit>

Ox

<latexit sha1_base64="5x2zJMFDU7pjPw9wK9tyEmWbhmM="></latexit>

t > 0

<latexit sha1_base64="/gJ1fsTjxIdhGac/CgLIAL7i4sY="></latexit>

(1) 広義：Operator spreading.

<latexit sha1_base64="b/ReXdUn1ovCL6thK59Jq56kAGM="></latexit>

e
iHt

Oxe
�iHt

<latexit sha1_base64="vAXKFpEDmRC8f5s8aUaFELZM31A="></latexit>

= Ox + it [H,Ox] + · · ·

A B
<latexit sha1_base64="dj3iRG0Itq/WbDrXCTwTER0w1KE="></latexit>

S(t) = �TrA ⇢A(t) ln ⇢A(t)

情報伝搬に関するレビューと現状



(1) Operator Spreading の定義

t = 0

<latexit sha1_base64="9h2LdsOio3noOYY+haava+Opk9Q="></latexit>

…
x

<latexit sha1_base64="DfeuawswCOQe8ckD+5HQy0S90wM="></latexit>

y

<latexit sha1_base64="rer0Mi0/BSWsqbQaOrIyWkAVdIQ="></latexit>

Oy

<latexit sha1_base64="r0rsyFRai4LkgiT5OJvoRpFvRYA="></latexit>

Ox

<latexit sha1_base64="5x2zJMFDU7pjPw9wK9tyEmWbhmM="></latexit>

t > 0

<latexit sha1_base64="/gJ1fsTjxIdhGac/CgLIAL7i4sY="></latexit>

• オペレーター交換関係
<latexit sha1_base64="vjM330JeebAPtKdQ9dHdOSa20pI="></latexit>

kOkp :=
h
Tr(O†

O)
p
2

i 1
p

：（オペレーターノルム）最も速い伝搬を記述<latexit sha1_base64="LrJa8/x8+LBi1DTOF+DnXJeombE="></latexit>p = 1

<latexit sha1_base64="0epCv7E66KB8Xkndx/DBfmINtTM="></latexit>

k [Ox(t), Oy] kp

：（フロべニウスノルム）典型的な状態での伝搬
<latexit sha1_base64="T3WtaSldaSzLreKTPgtD+Snm610="></latexit>

� = 0

Out-of-time order correlator (OTOC)

<latexit sha1_base64="wW01ZlfnhkqYnxZUUhbKIRCDvys="></latexit>

p = 2

J. Maldacena, SH. Shenker, and D. Stanford,  JHEP (2016).



• 自然界における、「できないこと」の1つを表現

情報が伝搬できる限界

• 情報（エンタングルメントを含む）伝搬の限界

<latexit sha1_base64="b+I65MOcTkFliL1xaq3uR8vLMwM="></latexit>r

: linear light cone
<latexit sha1_base64="uE5/XgvTiqNwuwvDYQ3mnEtGomc="></latexit>

r ⇠ t
: polynomial light cone<latexit sha1_base64="LxOw+RAxKHPW9pqv4wOhStE7sAE="></latexit>

r ⇠ tz

t = 0

<latexit sha1_base64="9h2LdsOio3noOYY+haava+Opk9Q="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="DfeuawswCOQe8ckD+5HQy0S90wM="></latexit>

Ox

<latexit sha1_base64="5x2zJMFDU7pjPw9wK9tyEmWbhmM="></latexit>

t > 0

<latexit sha1_base64="/gJ1fsTjxIdhGac/CgLIAL7i4sY="></latexit>

<latexit sha1_base64="r3xLOk5c/0hrstXRF/5Jh7r2UBQ="></latexit>r

<latexit sha1_base64="IJrcRmKlqIKiVn2xCvhqE+8b1KE="></latexit>

t

or faster
: fast scrambling

<latexit sha1_base64="Z9RRtC40hDShElJJ/7mrd7zVxDg="></latexit>

r ⇠ ect

「Lieb-Robinson物理」

「スピードリミット」



t

<latexit sha1_base64="VF24irE0neeLNhPWuQxj736pXfo="></latexit>

x� y

<latexit sha1_base64="TmaDHGF+zm0OB+I8HonF7pWPkpg="></latexit>

Light cone

Light cone

短距離相互作用系での Lieb-Robinson 限界

• LR 速度 v は1サイトあたりのエネルギーの最大値                                
<latexit sha1_base64="5klOx5DxjrkEQBePBh3fM72YCoY="></latexit>

v /
X

j

khi,jk

E. Lieb and DW Robinson, CMP  (1972) 

e.g.,

• 短距相互作用系
H =

X

i

hi,i+1 + hi

<latexit sha1_base64="hTT7Y076iUueCsnfJ9VsES5Gdxw="></latexit>

H =
nX

i=1

[JSi · Si+1 +BS
z
i ]

<latexit sha1_base64="yix7bjgRmUeMtaULTZtZD0Pmz84="></latexit>

<latexit sha1_base64="VmGoCSG/1xaYz8J80SzQbzZbhNM="></latexit>

k [Ox(t), Oy] k1•                  　 に対する厳密な評価: Lieb-Robinson bound
<latexit sha1_base64="clALDF57w6a6lVmrdV3KaSnMoac="></latexit>

k [Ox(t), Oy] k1 < const.kOxkkOykevt�|x�y| <latexit sha1_base64="5klOx5DxjrkEQBePBh3fM72YCoY="></latexit>

v /
X

j

khi,jk

指数関数的に小さい



Lieb-Robinson 実験  Chenou et al., Nature (2012)

• ボーズ・ハバードモデル

U/J = 5.0

<latexit sha1_base64="kReux2YmLGKE5h7fe7cRsRZQRtE="></latexit>

U/J = 9.0

<latexit sha1_base64="PjgLcmuHk2tJPVJdVQTvaYxMqbQ="></latexit>

Uc/J ⇠ 3.4

<latexit sha1_base64="Dwgbbh9KQfMiXUOQg9oyN7x7FNM="></latexit>

モット相内でのクエンチ

（モット点移転　　　　　　）



非自明な系での情報伝播

しかし、長距離では相互作用の強さは弱い。

linear light cone が得られるかどうかは非自明

• 長距離相互作用は長距離どうしを結びつける。

• 長距離相互作用系
<latexit sha1_base64="lu/6+QDNf8v3tLUMgSLCZIKF+yc="></latexit>

H =
X

i,j2⇤

hi,j

<latexit sha1_base64="g48Xk3l4p4SDuMttxYBu085ZRCE="></latexit>

khi,jk  g0
d↵i,j

<latexit sha1_base64="oMv3v6fiJbvVFMpoyJmKrBVt8cU="></latexit>

V (r) / r�↵

<latexit sha1_base64="n71Jtckj6uTcO0Ss7R1m55S/P4I="></latexit>

di,j

<latexit sha1_base64="jg3QhzyvoWWp+gx/Ro8SwoTLWkI="></latexit>

e.g., H =
X

i,j

J

d
↵
i,j

Si · Sj

<latexit sha1_base64="gskH1HAYL9VjuVFfU9gsy9qBquo="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="XltHo3cp7B8PLrOZgU1SK//tBsI="></latexit>

j

• 情報がどう伝搬するかが非自明な系（現状）
（1）長距離相互作用系　（2）ボソンの系

T. Kuwahara, KS, PRX (2020

T. Kuwahara, KS, PRL (2021) T. Kuwahara, T. VanVu, and  KS, arXiv:2206.14736



長距離距離相互作用は自然界に至る所に存在

Black-Holeを真似たダイナミクス？

<latexit sha1_base64="TRGNP5JO27T8WFnds14MX0xD7tA="></latexit>

H =
X

r

X

r0

1

|r � r0|↵�
z
r�

z
r0

J. W.Britton, et.al., Nature (2012) 

• 長距離相互作用
Gravitational field
Magnetic dipole interaction
Lenard-Jones potential 

<latexit sha1_base64="1JurDIQTo+C6m7LisKf+1slPwsc="></latexit>

V (r) / r�↵

<latexit sha1_base64="hh7SBdfjrdPvrUXFVZwbJfX1ibc="></latexit>

↵ = 1
<latexit sha1_base64="nZxyh2NgAPeuIiMOADqmnUdozpI="></latexit>

↵ = 3
<latexit sha1_base64="5RD6YU9XN6nTy+yUvVhf1JRSVvc="></latexit>

↵ = 6

• 近年では人工的につくることさえできる。
Rydberg atoms, Ion trapped systems

全結合も可能



• State-of-the-art classification
<latexit sha1_base64="r1UZTLhqkJolnC+2HqWLn1MkYlc="></latexit>

k [OX(t), OY ] k11. Operator norm

State-of-the-art diagram

<latexit sha1_base64="+eddQvtEhZgSQ+22IuWdLwTlGcA="></latexit>↵
<latexit sha1_base64="T1fjqNiHNCGe1ujkEgJbN2k9L/w="></latexit>

2d+ 1
<latexit sha1_base64="LMsqHIJ0B4eaqFizz50WCZhBlkk="></latexit>

2d
<latexit sha1_base64="qSuUiavbcwdprn0q3S0uNXvGTEE="></latexit>

d

    Light-cone

<latexit sha1_base64="x8BTFBXlNksclGBMMifljb3V4Jg="></latexit>

⇠ t0

Fast propagation     

No light cone

<latexit sha1_base64="+eddQvtEhZgSQ+22IuWdLwTlGcA="></latexit>↵
<latexit sha1_base64="qSuUiavbcwdprn0q3S0uNXvGTEE="></latexit>

d
<latexit sha1_base64="rGYSXFsFQerr0Gq3RKXFIr2Gt7A="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="flAzUrf2v+PduTG9OW9ptuKYZXA="></latexit>

k [OX(t), OY ] k22. OTOC

Details in light-cone regime are not very clear…

LinearLight cone
<latexit sha1_base64="WbyqRya5F7bMT/f9IOQknOYRSQM="></latexit>

⇠ evt�r

T. Kuwahara and KS, PRX (2020)

Polinomial 

Light cone

<latexit sha1_base64="Nu+fdVMOLWZTsIw7xOfQM7t5ujE="></latexit>

⇠ t

rmin(1,↵�2d)

M. Turan et al., PRL (2021)

    Light-cone (No fast scrambling regime)T. Kuwahara and KS, PRL (2021)(SYK model)

<latexit sha1_base64="4nUDvNy7OtnbpKetLvbSg40OA7M="></latexit>

⇠ ect

r↵�d

<latexit sha1_base64="PDr+8JxtCbeCsUwnY59kRm7/X+4="></latexit>

V (r) / r�↵



情報伝播に関する重要な点

• 短距離相互作用では、エンタングルメントの伝搬も含め、

情報伝搬の限界はLight Cone を持つ。

• 長距離相互作用系であっても、非自明にLight Coneを持つ場合があ
る。

<latexit sha1_base64="YKNX2TeYVNPlt2/sFe1+Q6/ida4="></latexit>

↵ > 2d+ 1
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エンタングルメントに特化したダイナミクス

A B• 純粋状態：Von-Neumann エントロピー 

<latexit sha1_base64="mh8K3IwFCLpmKJgmpJMUzRb7B10="></latexit>

|'i = 1p
2

�
| "#i � | #"i

�
Singlet state: 

<latexit sha1_base64="YSf/G7Ho53SsQWybEANp0wh47Mg="></latexit>

S = log 2 > 0

Product state: 
<latexit sha1_base64="A+RzsIDF8fpvSW/1JkJwLqqPWho="></latexit>

S = 0

<latexit sha1_base64="0RBHhpJaP2Dt+XZ3RdhDhCkZ1yw="></latexit>

S = �TrA
�
⇢A ln ⇢A

 
<latexit sha1_base64="AB46Sg+GkNBQf6Eq92jz6Idmh9w="></latexit>

⇢A = TrB(|'ih'|)



典型的なエンタングルメントは時間に線形に広がっていく
• 短距離相互作用系

<latexit sha1_base64="CqK4qbI/rzjpGv0ziqThRdtB+To=">AAAC3nichVE7SwNBEB7PV3wmaiPYHAZFUcKeBBUhINpYWPiKCSQa787VLLkX9wjE41oLQSwVrBQsxNpWC </latexit>

H =
LX

i=1

hi,i+1

<latexit sha1_base64="93pmh09A16Ca+2dXGgi0bkWinA4="></latexit>

hi,i+1 = ��z
i �

z
i+1 + h�z

i + g�x
ie.g.,

…<latexit sha1_base64="0CvYRMwbhmawGnEuYyKG05REZP0="></latexit>

|'(0)i = | "" · · · ""i

初期状態：積状態（ゼロエンタングルメント）
<latexit sha1_base64="zl0htKgvSZ8m/6ZBcLkHXWiL8AY="></latexit>

|'(t)i = e�itH |'(0)i …

• エンタングルメントは系のサイズまで成長する

A B

<latexit sha1_base64="B92RdnWIYY3wjI1t06DhSZ0U0NY="></latexit>

L/2
<latexit sha1_base64="B92RdnWIYY3wjI1t06DhSZ0U0NY="></latexit>

L/2
<latexit sha1_base64="4gXth+iBlZghrHOn9fMOqu14+xM="></latexit>

S = �TrA
�
⇢A ln ⇢A

 

<latexit sha1_base64="pPi24Gk4jTnWOnWxgjsz3Qe+dQw="></latexit>

/ O(L)

time

エンタングルメント? 
BA



量子測定によるエンタングルメントの抑制

A B
<latexit sha1_base64="mh8K3IwFCLpmKJgmpJMUzRb7B10="></latexit>

|'i = 1p
2

�
| "#i � | #"i

�

局所的スピン測定測定装置

積状態 (not entangled)測定後状態 or

<latexit sha1_base64="eYTIYTgTXPpGAW5+jiKY9YwdbtI="></latexit>

| "#i
<latexit sha1_base64="9hQhIrTlmYsHsOQ6iXqTtOX9F2A="></latexit>

| #"i

• 一般に量子射影測定は、エンタングルメントを切る



量子測定による相転移

• 測定なしの時間発展

• これらの競合： 測定誘起相転移

                              (Measurement-induced phase transition (MIP)

測定頻度
O(1): Area LawO(L) : Volume Law

<latexit sha1_base64="Quax4McR0QxsAwbPoSfcGQJVxuo="></latexit>�C

競合
エンタングルメント成長

<latexit sha1_base64="pPi24Gk4jTnWOnWxgjsz3Qe+dQw="></latexit>

/ O(L)

A B

<latexit sha1_base64="B92RdnWIYY3wjI1t06DhSZ0U0NY="></latexit>

L/2
<latexit sha1_base64="B92RdnWIYY3wjI1t06DhSZ0U0NY="></latexit>

L/2

time

<latexit sha1_base64="4gXth+iBlZghrHOn9fMOqu14+xM="></latexit>

S = �TrA
�
⇢A ln ⇢A

 
• 測定

エンタングルメント抑制



Measurement-induced Phase Transition (MIP)：最初のモデル

• 量子回路＋射影測定（頻度 p） 

size L

time

• MIP

Li, et al., PRB (2019) Skinner, PRX (2019)

Sの時間発展（定常状態の実現） 定常状態でのSのサイズ依存性

<latexit sha1_base64="4G7t6q/2bGjFHQ1RBTDQh7ECL50="></latexit>pc

Volume law phase
Area law phase

<latexit sha1_base64="pPi24Gk4jTnWOnWxgjsz3Qe+dQw="></latexit>

/ O(L)

<latexit sha1_base64="MLyNzC35KHSRXy307/B6Xgw0+yg="></latexit>

p < pc

<latexit sha1_base64="zqg0s1+FQHXTgIeYb3OfYg6rvYE="></latexit>

/ O(1)

<latexit sha1_base64="tWIe47HNYudLDuqlgNtblNMHPgs="></latexit>

p > pc



Measurement-induce phase transition (MIP)

• 実験: Noel et al., Nature Physics (2022) arXiv:2106.05881 
Ion-trapped system 4-8 qubits

• 有限サイズスケーリング →本当に相転移

Li, et al., PRB (2019) Skinner, PRX (2019)



重要な点: MIPは波動関数レベルの相転移

• 量子測定下での時間発展の定常状態：密度行列は自明な状態
<latexit sha1_base64="ImhhKAoSuXqPc0NBKeLP8+JRe/o="></latexit>

⇢(t = 1) ! 1/d

密度行列レベルでは相転移なし

• MIP は波動関数レベルでの相転移
<latexit sha1_base64="ImhhKAoSuXqPc0NBKeLP8+JRe/o="></latexit>

⇢(t = 1) ! 1/d
<latexit sha1_base64="mDCDfeaXl1XPh/xGqLqcJTpRKVc="></latexit>

 j(0)
<latexit sha1_base64="JeaeuX7HcK73meyXPlOWrAymsDc="></latexit>

 j(t = 1)
<latexit sha1_base64="i7NYjWFcV7K/g0McfPDFXu1ivA4="></latexit>

1/d =
1

M

MX

j=1

| j(t = 1)ih j(t = 1)|

transition in 
<latexit sha1_base64="mDCDfeaXl1XPh/xGqLqcJTpRKVc="></latexit>

 j(0)
<latexit sha1_base64="JeaeuX7HcK73meyXPlOWrAymsDc="></latexit>

 j(t = 1)



問い
Minato, Sugimoto, Kuwahara, KS, PRL 2022

• Effect of long-range interaction with           ?
<latexit sha1_base64="JJFMjU3+TIiU5sb9SyG8bceCw4o="></latexit>

r�↵

<latexit sha1_base64="8fq3Q2XgkFjkjnp8/asX3yNTXKQ="></latexit>�

• 背景

情報伝播では、長距離相互作用で伝搬の様子が変化した

→エンタングルメントおよびMIPも長距離相互作用によって

影響されるべき。どのように？

<latexit sha1_base64="nkS0R7kH4vnOrVe9zndvIeUiD3w="></latexit>

H =
LX

j=1

L/2X

r=1

1

r↵

h
�c

†
j+rcj � c

†
jcj+r + V nj+rnj

i
,

1d example



まずは数値計算から

<latexit sha1_base64="nkS0R7kH4vnOrVe9zndvIeUiD3w="></latexit>

H =
LX

j=1

L/2X

r=1

1

r↵

h
�c

†
j+rcj � c

†
jcj+r + V nj+rnj

i
,

• 1D Setup

• 量子ジャンプ過程

<latexit sha1_base64="GS6KMPEKKUiFKPdpJyQkYIpBrEg="></latexit>

d| (t)i = �iH| (t)i+
LX

j=1

h
nj | (t)ip

h (t)|nj | (t)i

i
dwj(t)

<latexit sha1_base64="gm7dE9zumwFNpjHIq8cZ+6Vmjwk="></latexit>

dwj(t) = �hnjidt
<latexit sha1_base64="gizcufkjG1Uk8KO9ZGbdkARy9XY="></latexit>

dwj(t) = 0 or 1

量子測定：各サイトの粒子を測定

<latexit sha1_base64="PDr+8JxtCbeCsUwnY59kRm7/X+4="></latexit>

V (r) / r�↵



自由フェルミオン系 V=0

• 初期状態： Neel state（1サイトおきに粒子を置く）

the MIP exists No MIP exists

<latexit sha1_base64="K+RNYopTWoFcrncLW5Q+U77ZR/Q="></latexit>

H =
LX

j=1

L/2X

r=1

1

r↵

h
�c

†
j+rcj � c

†
jcj+r + V nj+rnj

i
,



自由フェルミオン系：Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) 転移

• 相互情報量

BKT転移の有限サイズスケーリング

• 自由フェルミオン系（V=0）: BKT転移



相転移点γのα依存性

• 相転移点の決定：相互情報量

• 交差点の存在による決定法

• 　　　　でMIP存在   
<latexit sha1_base64="hOQo1xzgXOukJMG5/lBegxfHnTY="></latexit>

↵ > 3/2

<latexit sha1_base64="PDr+8JxtCbeCsUwnY59kRm7/X+4="></latexit>

V (r) / r�↵



非可積分系（V≠0）

•            では、2次相転移の有限サイズスケーリングでフィット 

• 非可積分系では、         で相転移が観測されない。<latexit sha1_base64="iiKmroC/nGrO+5e9YoohOL9vBpY="></latexit>

↵ < 2

<latexit sha1_base64="f1nXQve49gQnFAcB6AlV8agqlX4="></latexit>

↵ > 2

<latexit sha1_base64="K+RNYopTWoFcrncLW5Q+U77ZR/Q="></latexit>

H =
LX

j=1

L/2X

r=1

1

r↵

h
�c

†
j+rcj � c

†
jcj+r + V nj+rnj

i
,



解析的な展開

• この主張の解析背景
エンタングルメント成長の方程式

<latexit sha1_base64="srOsnx1r61STC2da3O1c9XYY0zI="></latexit>

�(⇢) := TrAB(hAB [⇢AB , ln ⇢A ⌦ 1B ])
<latexit sha1_base64="eQd1s065f1AIlCiHMmtHBl0GD7E="></latexit>

hAB =
HAB

kHABk

<latexit sha1_base64="yn+amYI6zavNVCiHTTxFF0t/Cws="></latexit>

ṠA = ikHABk�(⇢)

                      →強い量子測定でエンタングルメント成長が抑制可
→MIP should exist

<latexit sha1_base64="zxXGAOxEclc1jXtcHssH5pyQ/GU="></latexit>

kHABk < 1

                       →量子測定でのエンタングルメント成長抑制不可
→No MIP

<latexit sha1_base64="GGk8s33IRiiWPa3S0GoutUDWoiU="></latexit>

kHABk ! 1

<latexit sha1_base64="EEuOx3DzsygCI6RpDjSXIxa7wzQ="></latexit>

H = HA +HB +HAB

• Main statement
<latexit sha1_base64="nkr9YKD+MBhKCsXPEpgcpc651S0="></latexit>

↵ >
d

2
+ 1

<latexit sha1_base64="QnRz/rzS2e370EzLAA0wTmzSmyk="></latexit>

↵ > d+ 1

Sufficient condition to observe the MIP 
Bilinear Fermion systems

General non-integrable systems

Minato, Sugimoto, Kuwahara, KS, PRL 2022



Summary

• 測定誘起相転移が起こる十分条件を導出。

• 長距離相互作用に焦点をあてて、情報伝搬と測定誘起相転移を議論
した。

今後の開かれた課題

• 測定誘起相転移のバリエーションの追求

• 測定誘起相転移存在の厳密証明



Lieb-Robinson bound for short-range interaction

• LR bound is important !

1. Causality: fundamental

Hasting, Koma, J.Stat.Phys. 

T. Kuwahara and KS, PRX (2022)

(2-1) Exponential decay in ground state in gapped system

(2-2) No-go theorem of long-range entanglement at finite temperatures

2. Many Applications:  leading to crucial physics

…

(2-3) Estimation of computation time



• Short-range interacting many-body systems

Short-range versus Long-range interactions in many-body systems

e.g., Heisenberg model 
H =

nX

i=1

[JSi · Si+1 +BS
z
i ]

<latexit sha1_base64="yix7bjgRmUeMtaULTZtZD0Pmz84="></latexit>

e.g., Heisenberg model with the power-law interaction
<latexit sha1_base64="UTuoGPJJi+VXKgtEkQXGBuDMLJo="></latexit>

H =
X

r,r0

J

|r � r0|↵Sr · Sr0 +
X

r

BS
z
r

• Long-range interacting many-body systems
Power-law interaction                     in our context

<latexit sha1_base64="hqGO/I7bwRD+0zWC2z/2lXnioBw="></latexit>

V (r) / r�↵

• Change of thermodynamics due to long-range interaction
Nonadditivity : Entropy can be nonconcave

A. Campa, T. Dauxois, and S. Ruffo, Phys. Rep. (2009)

Phase transition : A. Campa, A. Giansanti, and D. Moroni, Phys. Rev. E. (2000)

Quasi-stationary state: V. Latora, Rapisarda, C. Tsallis, Phys. Rev. E. (2001)

Suppression of chaos:        D. Baguchi and C. Tsallis, Phys. Rev. E. (2016)



Hand-waving argument
<latexit sha1_base64="k7qi408FpO/MFR10jfjaGwEjkck="></latexit>

khi,jk  g0
d↵i,j

<latexit sha1_base64="boaBKsre7oLagn/1doJfEV85G7E="></latexit>

H =
X

i,j2⇤

hi,j

• We want to know the operator spreading of 
<latexit sha1_base64="cYrBLClGs8PXvB37DyRmbi6jp/A="></latexit>

e�i(Hshort+Hlong)t

(1) Easier problem to get the feeling: 
<latexit sha1_base64="NPNn99bEWnweM+UvCzVpxcqn544="></latexit>

e�iHshortte�iHlongt

<latexit sha1_base64="XIOVVRUWkNeF6TNevgFbForximw="></latexit>

e�iHshortt : gives the LR linear light cone
<latexit sha1_base64="av4Wz1JFIIzj/Gw/qcrcE3PY+5Q="></latexit>

evt�r

<latexit sha1_base64="yAqsJ72cCwDk4tXWWxGUL+1xMTw="></latexit>

e�iHlongt :
<latexit sha1_base64="mt/HGRQ+bscZBD4szXZKDoyBzD4="></latexit>

ev
0`t�r

If                   , 
<latexit sha1_base64="IOmKitN3eyg3gIohPAsN+KWxQxk="></latexit>

↵ > d+ 1
<latexit sha1_base64="KzJgpQPvWJDAPRY8rWTf7vMO7+I="></latexit>

v0` ⇠ `d�↵+1 ! 0 (` ! 1)
linear light cone is expected

• To get the feeling, divide       into             and 
<latexit sha1_base64="PRGMHjxAAlXLL1fHxB/eHdV1mco="></latexit>

Hlong
<latexit sha1_base64="hBz0RgxRwRj0IuSwihl1+f98DQY="></latexit>

Hshort
<latexit sha1_base64="fona54IsWszCYvYq2750Ar5is3Q="></latexit>

H
<latexit sha1_base64="kFdpS37iL+I9VNb8DzeStYhL5/I="></latexit>

Hshort =
X

i,j:di,j`

hi,j

<latexit sha1_base64="wJ99AG0EBqYS0wDxJoPlwv5AEq0="></latexit>

Hlong =
X

i,j:`<di,j

hi,j
<latexit sha1_base64="NA+1XuAswS65cXZfa23ex70vUuk="></latexit>

`<latexit sha1_base64="1kkAtVYlMo07MsVqH+UhfxLnXnM="></latexit>

i
short

long

<latexit sha1_base64="oyLmaw2vNiJvazkHV9sJHPIrrnk="></latexit>

v0 ⇠
X

j:`<di,j

khi,jk ⇠ g0

Z 1

`
drrd�1r�↵ ⇠ g0`

d�↵
<latexit sha1_base64="NA+1XuAswS65cXZfa23ex70vUuk="></latexit>

`<latexit sha1_base64="1kkAtVYlMo07MsVqH+UhfxLnXnM="></latexit>

i

long
<latexit sha1_base64="/sjbhtGodciJ0eLW4Sl/GVHMD7o="></latexit>

j

Amplitude of one-site interacting operators

<latexit sha1_base64="A8bX0Gk20tf+3ZTeq4MF0JITUho="></latexit>

v0` ⇠ `d�↵+1



<latexit sha1_base64="NA+1XuAswS65cXZfa23ex70vUuk="></latexit>

`<latexit sha1_base64="1kkAtVYlMo07MsVqH+UhfxLnXnM="></latexit>

i

long
<latexit sha1_base64="/sjbhtGodciJ0eLW4Sl/GVHMD7o="></latexit>

j

Amplitude of one-site interacting operators

Hand-waving argument
<latexit sha1_base64="k7qi408FpO/MFR10jfjaGwEjkck="></latexit>

khi,jk  g0
d↵i,j

<latexit sha1_base64="boaBKsre7oLagn/1doJfEV85G7E="></latexit>

H =
X

i,j2⇤

hi,j

• To get the feeling, divide       into             and 
<latexit sha1_base64="PRGMHjxAAlXLL1fHxB/eHdV1mco="></latexit>

Hlong
<latexit sha1_base64="hBz0RgxRwRj0IuSwihl1+f98DQY="></latexit>

Hshort
<latexit sha1_base64="fona54IsWszCYvYq2750Ar5is3Q="></latexit>

H
<latexit sha1_base64="kFdpS37iL+I9VNb8DzeStYhL5/I="></latexit>

Hshort =
X

i,j:di,j`

hi,j

<latexit sha1_base64="F+/zY3rsSYNJGVb/CZKT/P/pPe4="></latexit>

Hlong =
X

i,j:`<di,j<2`

hi,j

• We want to know the operator spreading of 
<latexit sha1_base64="cYrBLClGs8PXvB37DyRmbi6jp/A="></latexit>

e�i(Hshort+Hlong)t

<latexit sha1_base64="NA+1XuAswS65cXZfa23ex70vUuk="></latexit>

`<latexit sha1_base64="1kkAtVYlMo07MsVqH+UhfxLnXnM="></latexit>

i
short

long

(2) How is                             
<latexit sha1_base64="cYrBLClGs8PXvB37DyRmbi6jp/A="></latexit>

e�i(Hshort+Hlong)t ?

<latexit sha1_base64="3VRAKIE4tnJKPm3mx2rnlcVEBEg="></latexit>

↵ > 2d+ 1If                    , light cone is expected

<latexit sha1_base64="0Iz5JJ1FIlM6tIYGwV22Q38xzeo="></latexit>

= e�iHshortte
�i

R t
0 dsHlong(s)

 
<latexit sha1_base64="Ud13AL6RuDZp/3fdr7qQMrJvCEw="></latexit>

Hlong(t) = e
iHshorttHlonge

�iHshortt

<latexit sha1_base64="LkWdhpvlWb0VnNvNsgJlIlZkjPo="></latexit> X

j:`<di,j

khi,jk ⇠ g0`
d�↵<latexit sha1_base64="nucC7YE1mjwl/lZz31xZkLeR34E="></latexit>

t = 0 !
<latexit sha1_base64="S8n6XiWuVxSHJeOcs29d4127emY="></latexit>

t > 0 !
<latexit sha1_base64="oxIQxKhrJ2c0tgKi/dBomqhqdXY="></latexit>

g0`
d�↵ ⇥ td (Ballistic operator spreading)

<latexit sha1_base64="MoeMTgJEfNaP9uLf51dFmW70h7U="></latexit>

e
�i

R t
0 dsHlong(s)

 :
<latexit sha1_base64="mt/HGRQ+bscZBD4szXZKDoyBzD4="></latexit>

ev
0`t�r

<latexit sha1_base64="KE1HMtx80Y3JMuQbQvHUqK6kgaQ="></latexit>

v0` ⇠ `d�↵+1td ⇠ `d�↵+1`d = `2d�↵+1


