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アウトライン

● トポロジカル相、時間反転対称性で保護されたトポロジカル相
● 部分転置によるトポロジカル不変量
● 量子エンタングルメントと部分転置
● まとめ
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凝縮系物理における量子相

● 凝縮系物理で実現される量子相の多くは、局所的な秩序変数によっ
て特徴づけられる。

● 例：磁性体
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トポロジカル相とは

● トポロジカル相は局所的な秩序変数で特徴付けられない量子無秩序
相である。

● 量子化されたトポロジカル不変量で特徴付けられる。
● 例：量子ホール効果
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(整数)量子ホール効果

● 強磁場下の２次元電子系
● 完全に専有されたランダウ準位　　　励起ギャップの空いた絶縁相
● 異なった絶縁相は量子化されたホール伝導度（=トポロジカル不変量

[TKNN(82)、甲元(85)]）で区別される。
● 異なった絶縁相は量子相転移で隔てられている。
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TKNN公式

● ホール伝導度は運動量空間のトポロジカル不変量（チャーン数）と
呼ばれるもので与えられる[TKNN(82)、甲元(85)]

● 運動量空間から波動関数の空間への写像への「巻きつき」を測る
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トポロジカル相とは

● （狭義には）励起ギャップの空いた相
● トポロジカルに非自明な基底状態は自明な基底状態に連続的に変形

できない。
● トポロジカル相は自明な相とは量子相転移で隔てられている。

絶対零度の相図：

● 自明な状態＝積状態
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バルク-境界対応

● トポロジカル相の波動関数は非自明な量子もつれを持つ。
● そのため系に境界を作ると境界に局在した状態が現れる。
● （相互作用の存在下では事情は少し複雑である。）
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トポロジカル相

物質の相

対称性の破れた相 対称性の破れていない相

トポロジカル相
...

...... ......

...

- 量子ホール効果
- トポロジカル秩序相
- 対称性で保護されたトポロジカル相(SPT)
- ...
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トポロジーと凝縮系物理

● 整数量子ホール効果 [Klitzing et al (80), TKNN (82)]

● 分数量子ホール効果 [Tsui et al. (82), Laughlin (83)]

● ハルデン相 [Haldane (83)]

● トポロジカル絶縁体 [Kane-Mele (05-06), Bernevig et al. (06), Konig et al (07), 
Fu-Kane-Mele (07), Roy(07),Hsieh et al (08)]

● トポロジカル超伝導体 [Mourik et al (12) Nadj-Perge et al (14)]

● トーリックコード（量子誤り訂正、トポロジカル量子計算）[Kitaev 
(97)]　

● その他、高次のトポロジカル絶縁体、フラクトン、キタエフスピン流
体、ギャップのないトポロジカル相、非エルミート系、フロケー系 ...
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トポロジーと凝縮系物理

● 整数量子ホール効果 （短距離エンタングル相）
● 分数量子ホール効果 （トポロジカル秩序相）
● ハルデン相（対称性で保護されたトポロジカル相、SPT相）
● トポロジカル絶縁体（SPT相）
● トポロジカル超伝導体（短距離エンタングル相、SPT相）
● トーリックコード（トポロジカル秩序相）
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対称性で保護されたトポロジカル相

● Symmetry Protected Topological (SPT) Phases
● 対称性の存在下で、自明な状態に連続変形できない
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ハルデン相

● ハルデンスピン鎖（スピン１反強磁性スピン鎖）

● 基底状態：

● 時間反転対称性下で非自明なSPT相である。
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トポロジカル超伝導体

● キタエフ鎖

● 相図（　　　　のとき）:
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キタエフ鎖

● 基底状態

● 端状態：開放端条件でのスペクトル

● 端状態はマヨラナフェルミオン
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時間反転対称なキタエフ鎖

● 時間反転対称性の存在下で、整数値のトポロジカル数(相互作用無し
の場合）[Schnyder-SR-Furusaki-Ludwig (08)]

● 具体的な構成：
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● トポロジカル絶縁体と超伝導体のトポロジカル不変量
● 相互作用の効果
● 部分転置
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トポロジカル絶縁体・超伝導体の
トポロジカル不変量

● バンド描像に基づいたトポロジカル不変量の構成

● TKNN公式、Kane-Mele、 Fu-Kane-Mele公式
● 相互作用の効果？
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トポロジカル不変量と相互作用効果

● 〜2010年代初頭まで、多くの研究は単一粒子描像に基づく。
● 単一粒子描像の破れ [Fidkowski-Kitaev(10)] 
● 場の理論による定式化 [Kapustin et al (14-15), Freed-Hopkins (14-15), 
Witten (15), and others]

● 部分転置によるトポロジカル不変量の構成

Hassan Shapourian氏、塩崎謙氏、五味清紀氏との共同研究

[Shapourian-Shiozaki-SR (17), Shiozaki-Shapourian-SR (17), 
Shiozaki-Shapourian-Gomi-SR (18)]
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キタエフ鎖と相互作用

● キタエフ鎖

● トポロジカル不変量が８の倍数の時、相互作用の下で、トポロジカル超伝導体相は不安
定[Fidkowski-Kitaev(10)] 

● 部分転置による多体のトポロジカル不変量の構成
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部分転置

● 定義：複合系                  に作用する演算子      の、Bに関する部分転置
　　　　を、

で定義する。（　　　　は    　　の基底）

● C.f.　部分トレース
● 転置＝時間反転
● フェルミオン系の場合、フェルミ統計性を正しく考慮する必要がある

（後述）。[Shapourian-Shiozaki-SR (17-18)]
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トポロジカル超伝導体のトポロジカル不変量
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なにを計算しているか？

● 場の理論的解釈：量子化ホール伝導度は経路積分に現れるチャーン・サイモンズ項の
係数を計算する

● 時間反転対称性で保護されたSPT相：向き付け不能な時空での経路積分（今の場合２
次元射影空間）

● 行列積波動関数による解釈
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計算例

● キタエフ鎖での計算例

● Zの位相は１の８重根に量子化している
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トポロジカル絶縁体

● 時間反転対称性下で非自明な絶縁体 [Kane-Mele, Bernevig-Zhang, 
Bernevig-Hughes-Zhang, Konig et al (07), Fu-Kane-Mele, Roy, Hsieh et al (07)]
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トポロジカル絶縁体のトポロジカル不変量

● 部分転置による構成

● 場の理論的解釈：クラインの坪上の分配関数
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● 計算例
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● トポロジカル相と量子もつれ、そして部分転置
● エニオンに対する部分転置
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トポロジカル秩序相

● 強い相互作用下で存在するトポロジカル相には、トポロジカル秩序
を示すものがある。

● トポロジカル秩序〜空間のトポロジーに依存した基底状態の縮退
● 例：分数量子ホール効果
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トポロジカル秩序相

● トポロジカル秩序相には、非可換統計に従う準粒子、エニオン、が
存在する。

● エニオンの性質（統計性 etc.)がトポロジカル秩序相を特徴づける。
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エニオンの実験による観測

● 　
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エニオンの実験による観測

● 　
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トポロジカル相とエンタングルメント

● トポロジカルエンタングルメントエントロピー [Kitaev-Preskill (06), 
Levin-Wen (06)]

● γ（＝「合計量子次元」）は

トポロジカル不変量

[Jiang-Wang-Balents (12)]
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量子もつれと部分転置

● エンタングルメントテントロピーは、純粋状態の量子もつれを特徴
付けるの有効。

● 一方、混合状態（密度行列）に対しては、エンタングルメントエン
トロピーは、量子相関と古典相関の両者に依ってしまう。

● 混合状態の量子もつれの特徴づけに、部分転置を使うアイディアが
ある。[Peres (96), Horodecki-Horodecki-Horodecki (96), Eisert-Plenio 
(99),Vidal-Werner (02), Plenio (05) ...]
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量子もつれと部分転置

● 　
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エンタングルメントネガティビティ

● 部分転置であらわれる負固有値を使って、エンタングルメントネガ
ティビティを次で定義する：

● ネガティビティは量子相関のみを検出する。
● N.B. ネガティビティで検出できない量子もつれもある。
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部分転置と粒子統計

● 部分転置の定義は粒子の統計性による！
● フェルミオン系における部分転置 [Shapourian-Shiozaki-SR(17)]
● エニオン？[Shapourian-Mong-SR(20)]
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エニオンに対する部分転置

● エニオンの世界線を使って考える

● エニオンのEPR状態：

● 密度行列と部分転置
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キタエフ鎖におけるネガティビティ

● フェルミオン系の部分転置：

● キタエフ鎖：

　

青、赤：ボゾン系の部分転置
緑：フェルミオン系の部分転置
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2エニオンのネガティビティ

● 計算例: SU(2) level k エニオン

● エニオン系ではゼロネガティビティ（＝量子もつれ無し）は密度行列の
空間の「点」上でおこる。

● エニオン系のネガティビティが量子もつれ測度であることの証明
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まとめ

● 部分転置を使い、時間反転対称性で保護されたトポロジカル相のト
ポロジカル不変量を構成することができる。

● 部分転置は粒子の統計性に依る。
● エニオン（フェルミオンを含む）系の部分転置、および、エンタン

グルメントネガティビティを構成した。
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展望

● トポロジカル不変量の数値計算への応用
● エニオンの多体系への応用
● トポロジカル不変量、ネガティビティの実験的観測
● ネガティビティの多体物理における応用（有限温度のトポロジカル

相、非平衡プロセス）
● ネガティビティとホログラフィック双対[Kudler-Flam-SR(18), Kusuki-

Kudler-Flam-SR (19), ...]
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エンタングルメントの測定

● Swap interferometer [Islam et al (15), Kaufman et al (16), Lukin et al (18)]
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ランダム測定によるエンタングルメントの測定

● Randomized measurement [Brydges (19)]

● 部分転置を含む量（ネガティビティ、トポロジカル不変量）に対する
プロトコルも提案されている。[Zhou et al (20), Elben (20), Elben et al (20) 
...] 


